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En este trabajo presentamos algunos hallazgos acerca de cierto uso del
software GeoGebra en la resolucién de una tarea de construccién
geométrica, haciendo foco en los procesos de control y en los indicios de
validacién que aparecen en la clase. Estos andlisis forman parte de una
indagacién realizada en un trabajo de tesis de maestria', cuyo objetivo
principal es describir y analizar dialécticas de validacién en la resolucién
de tareas geométricas, en el marco de un proceso de estudio que integra el
uso de software de geometria dindmica en la formacién de profesores de
nivel inicial y de nivel primario. El proyecto tiene un alcance descriptivo,
puesto que el propésito es describir y analizar las dialécticas de validacién
tal como suceden en los escenarios dulicos reales. Se propone un trabajo
etnografico de corte transversal. El caso que se estudia corresponde a la
catedra “Matematica” del Profesorado de Nivel Primario y del Profesorado
de Educacién Inicial del Departamento de Ciencias de la Educacién de
la Universidad Nacional del Sur. Los referentes empiricos provienen de
observaciones realizadas en el curso intensivo de verano, que se presenta
como una alternativa de cursado durante los meses de enero y febrero,
para estudiantes que no pudieron aprobar el cursado de la asignatura en
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forma regular. Se observaron un total de diez clases, correspondientes a
la unidad didactica Geometria. Se recolectaron datos en formato audio
y video de los momentos de socializacién; grabaciones de pantalla de las
producciones grupales de las estudiantes, y archivos de las producciones
realizadas en el software GeoGebra. Estos datos se complementaron con
un diario de campo. En este escrito particularmente nos concentraremos
en algunos andlisis sobre dos clases en las que se trabaj6 en torno a una
tarea de construcciéon geométrica. El interés de analizar esta tarea es que
permite indagar acerca de un cierto uso del GeoGebra, en el cual el mismo
fue incorporado al medio didéctico en la propia gestién de la clase, dado
que en principio la tarea se plante6 para ser resuelta en un entorno de tra-
bajo con lapiz y papel y, a partir de ciertos emergentes de la clase, fue re-
tomada posteriormente en el entorno de trabajo del software GeoGebra.

Algunas ideas como punto de partida

Para iniciar este recorrido, podemos comenzar por notar que existe una
tradicién en la Didéctica de la Matemaitica respecto a la investigacion en
torno a la incorporacién de diferentes tecnologias en los procesos de es-
tudio de la matematica. Particularmente podemos destacar el caso de los
llamados softwares de geometria dindmica entre los cuales se encuentra
el GeoGebra. Estas incorporaciones no son neutras, sino que causan di-
ferentes efectos en los procesos de estudio y en los saberes matematicos
que se ponen en juego. Por ejemplo, en Artigue (2011) se estudia el rol
de las tecnologias en el estudio de la matemaitica, y se concluye que las
mismas tienen no s6lo una funcién pragmatica sino también una funcién
epistémica, “en el sentido de que nos ayudan a comprender los objetos
matemidticos que movilizan (Artigue, 2011, p. 21). En Balacheff (2000)
se expresa que “estos entornos modifican el tipo de matemadticas que se
puede ensefiar, el conjunto de problemas y las estrategias didacticas. El
conocimiento profesional del profesor también debe cambiar” (Balacheff,
p. 93, 2000).

Especificamente para el caso de la geometria, donde se ponen en jue-
go procesos complejos tales como el visualizar, el dibujar, el construir,
diferentes autores afirman que el empleo de los llamados softwares de
Geometria Dindmica beneficia el aprendizaje de la geometria (De Villiers,
1996; Jones y Fujita, 2001, Royal Society, 2001) en tanto posibilitan la
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construccién de representaciones dindmicas de figuras geométricas. Sin
embargo, ain no hay evidencia de que las actividades en ambientes de
geometria dinimica mejoren las condiciones para el desempefio de los
alumnos en cuanto a la demostracién, tal como se afirma en Sanchez y
Sanchez (2003). En ese sentido Balacheff (2000) advierte que la eviden-
cia perceptual que ofrecen este tipo de softwares puede provocar que los
alumnos no vislumbren la necesidad de una demostracién.

Estas cuestiones nos permitieron comenzar a problematizar el im-
pacto de la incorporacién de estos softwares como ayudas al estudio en
el 4mbito de la formacién inicial de los profesores de nivel primario e
inicial. Algunas de las preguntas que inicialmente nos planteamos son las
siguientes: ;Qué caracteristicas tienen los procesos de validacién y prueba
en la resolucién de tareas de geometria al incorporar el software Geo-
Gebra al medio didactico? ;Cémo se distribuyen las responsabilidades en
relacién con la validacién de las producciones matematicas al incorporar
el GeoGebra al medio didéctico? ;Qué tipos de prueba viven en las clases
de matemadtica cuando se incorpora el uso del software? ;Cuiles son los
beneficios que pueden identificarse en relacién con la incorporacién del
software GeoGebra al medio didictico, en post de propiciar el estudio de
la validacién como un objeto de ensefianza en la formacién docente inicial
de profesores de nivel Inicial y de nivel Primario?

Estos interrogantes nos permitieron delimitar el objetivo general de
nuestra indagaciéon: Analizar dialécticas de validacién en el marco de una
propuesta de ensefianza de la geometria que integra el uso del software
GeoGebra, en la formacién docente inicial del profesorado de nivel inicial
y de nivel primario.

La concrecién de dicho objetivo hace necesario alcanzar los siguientes
objetivos especificos:

1. Describir las dialécticas de validacién en la resolucién de tareas
geométricas en el marco de un proceso de estudio que integra el uso

de software de geometria dindmica.

2. Identificar cémo se reparten las responsabilidades en relacién con la
validacién de las producciones matematicas en las clases de geometria.
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3. Caracterizar la axiomatica dulica sobre la cual se sustentan las dia-
lécticas de validacién en las clases de geometria cuando se incorpora el
software GeoGebra al medio didactico.

4. Evaluar los aportes de la incorporacién del software GeoGebra so-
bre el desarrollo de las dialécticas de validacién y a la actividad mate-
matica en clases de geometria en la formacién inicial.

Asumiendo como posicién epistemoldgica una mirada antropoldgi-
ca de la actividad matematica (Chevallard, 1999), consideramos que es
necesario analizar los procesos de creacién y difusién de la matematica
en el seno de las propias instituciones. Asi propusimos la realizacién de
un estudio de caso acerca de las clases de geometria dictadas en el marco
de la materia “Matemitica” perteneciente al plan de estudio del Profeso-
rado de Educacién Primaria y del Profesorado de Educacién Inicial del
Departamento de Ciencias de la Educacién de la Universidad Nacional
del Sur. Dentro de la asignatura “Matemidtica” en la que la investigacién
se sitda, los procesos de validacién y prueba se presentan como un objeto
de ensefianza, tal es asi que uno de los objetivos de la asignatura, tal como
aparece en el programa de la materia, es “que los alumnos logren ampliar
y profundizar los procesos de validacién y control que llevan adelante a la
hora de resolver actividades”. La validacién es un componente esencial e
intrinseco de la actividad matemaitica, por lo que su estudio es un puente
para adentrarnos en el impacto de la tecnologia en los procesos de ense-
nianza y de aprendizaje de la matematica en general y de la geometria en
particular.

La propuesta problematiza el empleo de la tecnologia en los procesos
de estudio de la geometria en el dmbito de la formacién inicial del profe-
sorado de educacién primaria y de educacién inicial, asi es que conside-
ramos que un primer nivel de impacto de la investigacién puede darse en
esa misma institucién, dado que los emergentes del estudio serdan posibles
insumos que permitan cuestionar la formacién matematica de los futuros
maestros egresados de la Universidad Nacional del Sur. Un segundo nivel
de impacto seria en el dmbito de la Didéctica de la Matematica, la cual
postula la necesidad de cuestionar la formacién de profesores de todos los
niveles educativos. Y, por dltimo, la investigaciéon abonaria los propios
desarrollos tecnolégicos ligados a la mediacién en procesos educativos,
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debido a que se trabajard con un software que ha sido disefiado con fines
didacticos.

Acerca del trabajo de campo

Los referentes empiricos de la indagacién provienen de observaciones no
participantes que se realizaron durante el mes de febrero de 2023, sobre un
total de 30 horas de clases. Las observaciones se realizaron en el contexto
del dictado del curso intensivo de verano de la asignatura “Matemadtica”
para estudiantes del Profesorado en Educacién Inicial y del Profesorado
en Educacién Primaria, del Departamento de Ciencias de la Educacién
de la Universidad Nacional del Sur. El dictado intensivo en cursos de ve-
rano es una modalidad en la que se replica la asignatura con un dictado
de cursado diario, durante los meses de febrero y mediados de marzo y
que se ofrece como una alternativa para aquellos estudiantes que no han
aprobado el cursado en forma regular durante el ciclo lectivo. En este cur-
s0, las sesiones de clases se organizaron en bloques de dos o tres horas de
duracién, de lunes a viernes. La citedra estaba conformada por el profesor
que habitualmente dicta la materia en el cursado regular, y por una ayu-
dante de citedra. La matricula de estudiantes inscriptos al curso fue de 45
estudiantes, con una asistencia promedio de 33 estudiantes por semana.
Se observaron todas las clases correspondientes a la unidad Geometria.

sQué datos se recolectaron?

Principalmente se recolectaron datos en formato de audio y video, y
archivos de GeoGebra. Para el caso de los momentos de trabajo publi-
co (exposiciones del docente, momentos de discusion y de socializacién)
se empled una cdmara 360 que posibilitaba filmar la pizarra y parte del
aula. Durante las sesiones de clase en las que se realizaron propuestas de
trabajo en parejas y en pequefios grupos en el entorno de GeoGebra, se
grabaron las pantallas de las computadoras de las estudiantes, asi como
también se registr6 el audio de las voces de cada grupo. Estos archivos se
complementaron con los archivos en GeoGebra de las producciones de
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los estudiantes. Todos estos datos se complementaron con un diario de
campo elaborado durante las observaciones.

La sistematizacién de los datos

El gran caudal de datos obtenidos en el trabajo de campo hizo necesario
en primer lugar tomar algunas decisiones que posibiliten la organizacién
y la sistematizacion de estos. Para la realizacién del primer mapeo de los
datos se cre una tabla hipermedial consistente en una tabla colaborativa
organizada en tres columnas. La primera de ellas, denominada “Clases y
links a videos”, registra la fecha de la clase y contiene enlaces a los regis-
tros de todos los videos que registran diferentes momentos de la clase, de
modo de facilitar el acceso a los mismos. La segunda columna, denomi-
nada “Descripcién de la clase”, contiene un punteo sintético de algunos
aspectos generales de la clase, por ejemplo, la metodologia de trabajo, los
diferentes momentos de la clase (ptblicos, privados, individuales, en gru-
pos), asi como un registro de las consignas de las tareas que se trabajaron.
En la tercera columna, llamada “Sobre la validacién”, se identifican algu-
nos momentos de la clase que resultan de interés para rastrear momentos
de intercambio publico que son considerados como relevantes para poder
capturar los indicios de los procesos de control y validacién. Se incorpo-
ran asimismo en la tabla enlaces a archivos de anilisis y de desgravacién
de ciertos momentos de la clase, que corresponden a etapas de prepara-
cién de los datos.

Sobre los referentes teéricos

Antes de continuar con este recorrido, es necesario detenernos a poner
luz acerca de algunos de los conceptos relevantes para nuestra indagacién.
Al aproximarnos a los procesos/dialécticas de validacién en clases de ma-
tematica, es usual encontrar en la bibliografia una gran variedad de tér-
minos asociados, algunas veces empleados casi como sinénimos, y que en
la practica pareciera que se amalgaman unos con otros haciendo difusos
los limites entre ellos. Nos referimos a vocablos tales como razonamiento,
explicacién, argumentacién, control, prueba y demostracién. ;Cudl es el
sentido de cada uno de estos términos? ;Cudles son las similitudes y alcan-
ces de cada uno de ellos? ;Cémo se entraman los mismos en las dialécticas
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de validacién? En primer lugar, podemos comenzar acercindonos al con-
cepto de razonamiento, puesto que al decir de Balacheff (2019) es en esta
competencia que se sita la demostracién.

El razonamiento:

...[es la] organizacién de proposiciones que se dirige hacia un enunciado
objetivo para modificar el valor epistémico que este enunciado objetivo
tiene en un estado de conocimiento dado, o en un medio social dado, y
que, en consecuencia, modifica su valor de verdad cuando se cumplen
ciertas condiciones particulares de organizacién. (Duval, 1992, p. 52, en
Balacheff, 2019, p. 4, traduccién propia).

Podemos notar que, en esta definicién, Balacheff y Duval enfatizan
el papel del valor epistémico, el cual se refiere a “el grado de certeza o
conviccién que se atribuye a una proposicién” (Duval, 1991, p. 254, en
Balacheff, 2019, p. 4, traduccién propia). Es decir, que la certeza de una
proposicién no seria un atributo intrinseco a la misma, sino que es algo
que es atribuido por un otro. A su vez, podemos notar el caricter situado
que tiene este proceso, lo cual podriamos decir que responde a la relativi-
dad institucional de la actividad matematica. El razonamiento nos lleva a
ingresar en la problemitica de la explicacién, que es un término que pare-
ce ser controversial en la bibliografia por sus relaciones con la prueba y la
demostracién. La explicacion se da fuertemente en la esfera de lo privado,
actuando sobre los objetos y relaciones (Balacheff, 2019). Pero trasciende
ademis a la esfera de lo publico, debido a que la explicacién permite orga-
nizar algo dentro de un sistema de conocimiento, por lo que es un térmi-
no que se vincula fuertemente con la prueba y la demostracién. Cuando
aparece la intencién de producir un discurso para convencer a otro (ya
saliendo de la esfera de lo privado), ahi pasamos a la argumentacién:

La expresiéon argumentacién matemdtica puede significar al menos un
argumento potencialmente admisible con respecto a las normas de la cla-
se de matemadticas. No es inmediatamente una demostracién, pero puede
serlo si es reconocida como tal por la clase y confirmada por el profesor.
(Balacheff, 2019, p. 31, traduccién propia)
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Hay también una componente critica en la argumentacién, en tanto
nos permite anticipar objeciones y desacuerdos acerca de las ideas en jue-
go. Cuando la argumentacién es aceptada por otros, se convierte en una
prueba:

Una prueba es un argumento matemdtico, una secuencia conectada de
afirmaciones a favor o en contra de una afirmacién matematica, con las
siguientes caracteristicas: 1. Utiliza afirmaciones aceptadas por la comuni-
dad de la clase (conjunto de afirmaciones aceptadas) que son verdaderas y
estdn disponibles sin mis justificacion; 2. Emplea formas de razonamiento
(modos de argumentacién) que son vélidas y conocidas por la comuni-
dad de la clase, o que estén a su alcance conceptual; y 3. Se comunica con
formas de expresién (modos de representacién de los argumentos) que
son apropiadas y conocidas por la comunidad del aula o que estin a su
alcance conceptual. (Stylianides, 2007, p. 291; en Balacheff, 2019, p. 31,
traduccién propia).

Habr4 asi mismo argumentaciones que no seran aprobadas colectiva-
mente, en cuyo caso quedardn a un nivel de conjeturas.

Cuando la prueba cumple con ciertas caracteristicas normativas, es
aceptada como una demostracion, en el sentido de una prueba matemati-
ca. Acerca de la demostraciéon podemos decir por un lado que es “la herra-
mienta canénica de demostracién en matemdtica”. Sin embargo, Balacheff
(2019) advierte que, debido a su alto costo, no puede ser el medio exclu-
sivo de validacién en el aula. Aqui entonces podemos notar que existen
diferencias entre lo que es validar en el contexto de la matemadtica como
disciplina, y lo que comprende el validar en el 4mbito de una clase.

También vinculado a la validacién y a la prueba, aparece otro término
vinculado a los mismos, nos referimos al control: “Llamaremos proceso
de control al proceso de anticipar la validacién”. (Margolinas, 1993, p.
213, en Balacheff, 2019, p. 19, traduccién propia). El control, para esta
autora, juega un rol muy importante en el contexto de la resolucién de
un problema, en tanto permite al estudiante tomar decisiones respecto a
las estrategias que pone en juego, permitiendo que sus argumentaciones
evolucionen desde pruebas empiricas hacia pruebas formales. Esto permi-
te notar c6mo se entraman en la préctica la resolucién de un problema y
la validacién de este, rompiendo con una idea ingenua de linealidad entre
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ambos procesos, no se relega a la validacién como una “fase” que se da al
finalizar el proceso de resolucién.

Hacia la construccién del objeto de estudio

Una vez concluida la fase de mapeo general de los datos, se comenzé con
los analisis en profundidad de los datos. Aqui nos interesa mencionar
que este es un momento que exigié la toma de diferentes decisiones en
funcién de los objetivos perseguidos por la indagacién. En nuestro caso,
algunas de las cuestiones que tuvimos que resolver fueron las siguientes:
¢sen qué orden se realizardn los andlisis mas puntuales? ;se priorizaran los
datos vinculados con los momentos de intercambio ptblico o privado?
En un primer acercamiento a los datos, con una mirada ingenua acerca
del concepto validacién, priorizamos el andlisis casi exclusivo de aquellos
momentos de la clase en los que se realizaban intercambios publicos. Lue-
go de algunos debates tedricos que nos permitieron recuperar la relevan-
cia del concepto de control, vislumbramos la necesidad de complementar
los andlisis realizados con lo que sucedia en la esfera de lo privado. Esta
dialéctica entre lo publico y lo privado, consideramos que puede ser un
acercamiento superador al sentido otorgado a la validacién en el recorrido
hecho hasta el momento en nuestra indagacién. Es interesante notar que
este proceso de revisién de la toma de decisiones es propio de la l3gica dia-
léctica o compleja de investigacion (Achilli, 2005) a la que adherimos desde
nuestro posicionamiento metodolégico para nuestra investigacioén. Lejos
de ser un proceso lineal, la construccién del objeto es un proceso vivo y
dindmico, que va modificindose/transformandose/nutriéndose solidaria-
mente con la emergencia de (nuevas) preguntas, de ciertos hallazgos, y de
algunos obsticulos que aparecen en el camino, a medida que se ponen en
didlogo datos, conceptos, miradas e interpretaciones.

Iniciando el proceso de anilisis

En este apartado recuperamos algunos andlisis sobre dos sesiones de clase
en las que se trabajé en torno a una tarea de construccién geométrica. El
interés de analizar esta tarea es que permite indagar acerca de un cierto uso
del GeoGebra, en el cual el software fue incorporado al medio didictico
en la propia gestién de la clase, dado que en principio la tarea se planted
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para ser resuelta en un entorno de trabajo con lipiz y papel y, a partir de
ciertos emergentes de la clase, fue retomada posteriormente en el entorno
de trabajo del software GeoGebra.

Las clases analizadas versaron en torno a la siguiente tarea: “Dada una
recta y un punto fuera de ella, trazar una recta perpendicular [a la misma]
que pase por el punto”.

Imagen 1. Titulo: Datos dados a partir de los cuales se debe realizar la tarea de

construccién geométrica. Fuente: Elaboracién propia.

Se trata de una tarea de construccién geométrica, esto es, aquellas
construcciones de la geometria euclidea que se realizan a partir del tra-
zado de rectas y circunferencias a partir de un conjunto de objetos dados
(Gentile, 1987). Las subtareas que pueden realizarse en este tipo de tareas
son las siguientes:

+  Trazar una recta con la regla no graduada, a partir de dos puntos
dados;

+  Trazar una circunferencia con el compds, a partir de un centro
y un punto, o de un centro y un radio (determinado por un seg-
mento dado);

«  Hallar los puntos de interseccién entre dos objetos dados (por

ejemplo, entre dos rectas, o entre una circunferencia y una recta,
etc.).
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Todo objeto ya construido puede usarse para construir nuevos objetos
a partir del mismo.

En la imagen 1 pueden visualizarse los datos dados a partir de los cua-
les debe realizarse la construccién para la tarea en cuestion, con el empleo
del compis y de la regla no graduada.

En las clases observadas esta tarea formaba parte de una secuencia de
tareas previas, las cuales consistieron en las siguientes construcciones:
“dado un segmento trazar la mediatriz de este”, “dado un segmento trazar
una recta perpendicular al mismo”, y “dada una recta trazar una recta per-
pendicular a la misma”.

A continuacién, describiremos cémo se gestiond la clase y el medio
didactico en las dos clases que analizamos.

En las clases observadas, la metodologia de trabajo observada era el
formato taller en la que se propiciaba la discusiéon de ideas y la construc-
cién colectiva de conocimientos. Esto va en linea con lo expresado por el
profesor en el programa de la asignatura, donde se indica lo siguiente en
el apartado “Metodologia”:

Con la finalidad de constituir una Comunidad de Estudio (Chevallard,
2013), el trabajo estara organizado con modalidad aula taller. En la cual,
a partir del estudio de problemas, intra y extra-matemadticos (que per-
mitan el abordaje de la organizacién matemadtica de referencia (Cheva-
llard, 1999), los alumnos deben desarrollar tareas de investigacién que
les permitan involucrarse en un aprendizaje auténomo y continuo para
construir respuestas provisorias cuya validacién estard a cargo de la co-
munidad de estudio. En este sentido el docente se constituird en un medio
mas entre las medias (Chevallard, 2013) que circulan en el aula. [tomado
del programa de la asignatura “Matemética™]

En el extracto anterior puede notarse la explicitacién del posiciona-
miento del docente con respecto a la metodologia de trabajo y a la valida-
cién de las producciones que se produzcan en el aula.

2 Disponible en https://apps.uns.edu.ar/programas_materias_autorizados/
ED/206.pdf
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Acerca del medio en el entorno de lapiz y papel

El trabajo 4dulico se realiz6 en forma individual, aunque algunas estudian-
tes conformaron pequefios grupos de trabajo en forma espontinea. En re-
lacién con el medio didictico, se trabajaron las construcciones geométri-
cas sobre hojas de papel liso, empleando regla no graduada y compds. En
los momentos de intercambio publico, se compartieron las producciones
en el pizarrén, con el empleo de utiles de geometria para pizarra.

Ademis de la construccién geométrica planteada, se dejé indicada la
consigna de que cada estudiante debia escribir todos los pasos de la cons-
truccién realizada, que era llamado “protocolo de construccién” por el
grupo clase. Luego se realizé una puesta en comun de la actividad, adop-
tando la siguiente dindmica: una estudiante daba lectura de su protocolo
de construccién, y, en simultineo, otra estudiante iba realizando los pasos
indicados en el pizarrén, usando regla y compds para pizarra. Esta dind-
mica permitia el ajuste de los protocolos.

Acerca del medio en el entorno de GeoGebra

Se retomé la tarea de construccién geométrica, incorporando el Geo-
Gebra al medio didactico. En el GeoGebra se restringié el uso a la Vista
Grifica, y se ocultaron los ejes cartesianos y la cuadricula que por defecto
aparecen visibles en la interfaz del software. Se excluyé el uso de la he-
rramienta “construccién de una recta perpendicular por un punto dado”.

El trabajo dulico se llevé a cabo en pequefios grupos, armados en for-
ma espontinea por las estudiantes, y se fueron realizando diferentes mo-
mentos de socializacién de las producciones de GeoGebra en la pizarra
digital haciendo uso de un proyector.

;Qué caracteristicas especificas adquiere el medio didictico al
incorporar el software GeoGebra?

Los objetos construidos en GeoGebra tienen ciertas caracteristicas es-
pecificas debido a la mediacién del software. Acosta Gempeler (2007) se
refiere a estos objetos con el término “ostensivos computarizados”. Los
objetos construidos se vinculan mediante una relacién de dependencia
entre ellos, pudiendo distinguir entre: objetos libres (que no dependen de
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otros), y objetos fijos, que fueron construidos a partir de ciertas relaciones
de dependencia con otros. Es el caso de, por ejemplo, “el punto medio de
un segmento”, “la mediatriz de un segmento”, “el centro de una circunfe-
rencia’. Acosta Gempeler (2007) plantea que estos ostensivos

se caracterizan porque en su manipulacién intervienen acciones que no
provienen de los sujetos, sino de la programacién de la que son producto.
Es decir que en dichos objetos computarizados se encuentra encapsulada
una praxeologia matemadtica, producto de la transposicién informética de
una organizacién matemadtica determinada. Como resultado de ese en-
capsulamiento, las técnicas de la praxeologia informatizada se presentan
como “cajas negras”’, en las que s6lo son visibles las entradas y los resul-
tados. (p. 86).

En cuanto a la construccién de los objetos, el GeoGebra ofrece va-
rias herramientas que permiten construir objetos a partir de otros, por
ejemplo, dados dos puntos nos permiten construir el punto medio en-
tre ellos. Estas herramientas mantienen ocultan las técnicas de construc-
cién al usuario. Es pertinente preguntarnos acerca del impacto que tiene
esto sobre los procesos de estudio de la geometria, pues podrian tornarse
transparentes ciertas técnicas de resolucion de tareas. ;Qué impacto puede
tener esto en las concepciones de los estudiantes acerca del quehacer ma-
temadtico? ;Qué consecuencia tendra esto sobre los procesos de validacién
y control por parte de los estudiantes?

A su vez, estos ostensivos computarizados pueden ser manipulados
por el usuario a partir de diferentes herramientas de desplazamiento: al
arrastrar un objeto libre, todos los objetos fijos que dependen de dicho
objeto se desplazan manteniendo las propiedades bajo las cuales fueron
construidos. Esto permite diferenciar los objetos en tres categorias en
cuanto a la posibilidad de desplazamiento que admite cada uno de ellos:
los objetos libres, que pueden ser desplazados por cualquier sector de la
ventana grafica; los objetos creados a partir de la herramienta “punto en
objeto”: pueden desplazarse unicamente sobre el objeto en el que fueron
creados; y los objetos fijos: no pueden ser desplazados directamente, aun-
que se desplazan como consecuencia del desplazamiento de los objetos de
los que dependen.
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Asociada a la idea del desplazamiento, o arrastre, aparece la nocién de
“buena construccién”. Hay una restriccién que es propia del trabajo en el
entorno del GeoGebra, que expresa que una construccién en GeoGebra
estard bien realizada, en tanto sea resistente al arrastre, aplicado sobre
cualquiera de sus puntos libres. Esto significa que la figura conserve sus
propiedades esenciales al arrastrar cualquiera de sus puntos libres. Pode-
mos notar que el desplazamiento es un trabajo que se basa fuertemente
en la percepcién y que no deja de ser un trabajo manipulativo sobre un
numero de (muchos) casos finitos. ;Qué vinculos hay entre la nocién de
“buena construccidén” y los procesos de validacién y control de las cons-
trucciones? ;Qué impacto tiene el desplazamiento en los procesos de con-
trol y en la validacién de las producciones realizadas en el estudio de la
geometria? ;Es posible traccionar este trabajo perceptivo hacia pruebas
formales?

Al realizar una construccién en GeoGebra, puede reconstruirse la
misma por medio del Protocolo de Construccién, que es una tabla que
contiene los diferentes pasos de la construccion realizada. En el protocolo
de construccién no queda registrado el uso de las herramientas de despla-
zamiento, por lo que el protocolo puede ser de utilidad para reconstruir el
paso a paso de una construccién, pero no para retener el uso de las herra-
mientas de desplazamiento que ofrece el software.

La preparacién de los datos

Para realizar este anilisis, y debido a las caracteristicas de los datos, fue
necesario trabajar sobre los mismos de modo no perder informacién va-
liosa en relacién con los fines perseguidos por nuestra indagacién. Asi fue
como en primer momento se procedié a desgrabar los videos de las clases
en las que se socializaron las producciones en torno a esta tarea. Aqui
aparece un desafio a nivel metodoldgico, que es que al desgrabar la clase
no nos interesa unicamente recuperar los discursos orales, dado que los
mismos se refieren a ciertas tareas de construccién geométrica, las cuales
se producen primero con el uso de la regla y el compés, sobre hoja lisa (o
sobre la pizarra), y luego en el entorno del software GeoGebra, es decir,
que configuran el discurso (oral u escrito), con ciertas tareas instrumen-
tales, con el trazado de dibujos y simbolos, y con el uso de las diferentes
herramientas del software. A su vez, debido a que la indagacién se realiza
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en torno a los procesos de validacién, no podemos desatender a los ges-
tos que realizan docentes y alumnos, que acompanan ya sea enfatizando,
reafirmando o refutando las diferentes explicaciones y argumentaciones
que se dan en la clase. Esto requirié elaborar un documento en el que se
van intercalando las transcripciones de los didlogos con imigenes de los
dibujos sobre los que se refieren y con descripciones de las acciones y/o
gestos de actores, que fueron identificados en el registro en video.

Algunas dificultades para visualizar las construcciones en GeoGebra
que fueron proyectadas en pantalla requirieron realizar reconstrucciones
en GeoGebra de las algunas producciones socializadas, las cuales replican
las construcciones que fueron socializadas en las clases analizadas.

Primeros andlisis

A partir de las ideas previas que hemos ido recuperando intentaremos
ahora develar las tramas de la validacién en las dos clases objeto de este
andlisis: pareciera que es en los momentos de intercambio ptblico de las
clases donde podremos buscar indicios acerca del valor epistémico que se
le atribuye o no a las proposiciones que circulan en los discursos de las
estudiantes y del docente, y que forman parte de los diferentes razona-
mientos que se ponen en juego, algunos de los cuales, tras ser aceptados,
se constituirdn en pruebas. Sin embargo, hay componentes neurales de
la validacién, como la explicacién y el control, que no necesariamente
acceden al 4mbito de lo publico, por lo que desentramar los indicios de
validacién en las clases analizadas, nos llevard también a indagar en los
momentos de trabajo privado que tuvieron lugar en las clases observadas.

Para organizar el andlisis, vamos a separar el mismo en dos momen-
tos: el primero de ellos, lo denominaremos “Entorno de lapiz y papel”, y el
segundo momento, “Entorno de GeoGebra”.

Del primer momento: entorno de lapizy papel

En los primeros minutos de trabajo el profesor realizé algunas indica-
ciones que remiten principalmente a cuestiones del quehacer geométrico

esperado en esa clase. El profesor aclaré “vos tenés que asegurarte que es
perpendicular, no a simple vista” [registro de la clase 9/2], puede verse ahi
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una indicacién que intenta deshabilitar el trabajo perceptual para validar
las diferentes producciones.

En la clase circularon dos técnicas diferentes de construccién, que des-
cribiremos a continuacién:

Sobre la primera técnica

La primera de estas técnicas comprende las siguientes subtareas: determi-
nar sobre la recta m dos puntos que equidisten del punto P; construir la
mediatriz de un segmento.

Es decir, dado una recta my un punto P fuera de ella, primero se deter-
minan dos puntos Dy E sobre la recta m que equidisten de P (ver imagen
2), los cuales se obtienen intersectando la recta dada con una circunferen-
cia con centro en P y radio mayor que la distancia entre la recta y el punto.
La recta buscada se obtiene trazando la mediatriz del segmento formado
por los puntos D y E.

Imagen 2. Titulo: Determinacién de dos puntos sobre la recta dada que

equidistan del punto dado empleando una circunferencia con centro
en el punto dado. Fuente: Elaboracién propia.

En el discurso tecnoldgico que circulé en el aula hay evidencias de

explicacién y de control, esto lo vemos cuando la estudiante que propone
la construccién afirma respecto a cémo debe trazarse la circunferencia
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auxiliar: “una circunferencia, que no aclaré, que sea de un tamafio que
intersecte con la recta m. O sea que sea mayor que la distancia” [registro
de la clase 9/2]

Esta técnica pudo ser validada por la comunidad aula desde conoci-
mientos y propiedades geométricos. La validez de la construccién se apo-
ya a partir del hecho de que el segmento determinado por los puntos D
y E forma con el punto dado un tridngulo isdsceles (ver imagen 3), y en
el tridngulo isésceles, la mediatriz de la base coincide con la mediana y la
altura. Las estudiantes validan la obtencién del tridngulo isésceles por la
propia construccién, tal como vemos en el siguiente intercambio, en el
cual justifican la congruencia de los lados del tridngulo de vértices D, Ey P:

Alumna: Porque ambos tienen la misma distancia, D tiene la misma dis-
tancia a P y E tiene la misma distancia a P. Por el radio

Profesor: ;Por qué?

Alumna: Porque es una circunferencia, y los puntos equidistan. [registro
clase 9/2]

Imagen 3. Titulo: Tridngulo isdsceles al que refieren las estudiantes
en su argumentacién. Fuente: Elaboracién propia.
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Sobre la seqgunda técnica

En esta clase circulé una segunda técnica, que llamaremos la “técnica de
Carolina”, que fue propuesta por la alumna Carolina’® cuestionando el
discurso tecnoldgico sobre el que se sustentaba la validez de la técnica
anterior. La propuesta de Carolina era que se podia trabajar a partir de
determinar dos puntos cualesquiera sobre la recta dada, sin que tengan
que equidistar con P. En el siguiente didlogo, podemos ver cémo Carolina
propone su técnica:

Profesor: ;Y por qué yo quiero un tridngulo isésceles?
Carolina: Esa era mi pregunta. Se puede hacer, creo, también ;o no?
Profesor: No sé, no sé.

Carolina: Yo pude hacer, no con la mediatriz siempre sino buscar sola-
mente una perpendicular para ver si se podia. Entonces busqué una cir-
cunferencia que sea mayor que la mitad del segmento, por ejemplo, una
circunferencia més grande y otra mas chica que se intersectaran, que igual
me quedaba perpendicular, pero no era necesariamente la mediatriz. Y ese
seria el caso también, podria ser. ;O no? ;Podria ser? [registro clase 9/2]

La técnica de Carolina se basa en determinar dos puntos cualesquiera
sobre la recta dada, y trazar dos circunferencias con centro en ellos y que
pasen por el punto dado P. La recta que pasa por los puntos de intersec-
cién de estas circunferencias es la recta buscada (ver imagen 4).

3 Los nombres de los estudiantes han sido modificados para resguardar la identi-
dad de estos.
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Imagen 4. Titulo: Construccién propuesta por la alumna Carolina.

Fuente: Elaboracién propia.

La técnica de Carolina pudo ser constatada de manera empirica en la
clase, recurriendo al uso de la escuadra, pero no pudo ser validada formal-
mente por la comunidad dulica.

A partir de esta imposibilidad de avanzar en argumentaciones que den
cuenta de la validez de la técnica, el profesor decide dejar abierto el pro-
blema de aceptar o no la validez de esta técnica, indicando que se retomara
la misma en el entorno de GeoGebra. Puede notarse en el discurso del
profesor el valor que le otorga a la inclusién del software en términos de
ayudas al proceso de la validacién:

Profesor: La semana que viene nosotros vamos a trabajar con GeoGebra.
Si, y entonces por ahi cuando trabajemos con GeoGebra, por ahi nos per-
mita pensarlo mds, explicarlo, para poder hacer muchos dibujitos. Y ahi
ver si es verdad o es mentira, si nos estd mintiendo a todos. ;Si? [registro
de la clase 9/2]
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Notemos que la técnica de Carolina puede entenderse como una am-
pliacién de la primera técnica, aunque esto no fue concebido asi por la
comunidad clase. Esta ampliacién de la técnica podria haberse dado en
forma natural si quizds hubieran circulado en la clase otros sentidos de
la mediatriz. Por ejemplo, el haber pensado a la mediatriz como eje de
simetria en lugar de como lugar geométrico, hubiera permitido despegar-
se de la buisqueda de tridngulos issceles para permitir advertir la sime-
tria presente en la configuracién de las figuras que conforman la segunda
construccién.

Del segundo momento: entorno de GeoGebra

En esta clase se trabajé en el entorno de GeoGebra. En primer lugar, en
grupo, las estudiantes resolvieron la tarea de construccién planteada. Lue-
go de un tiempo, se trabajé en la buisqueda de una prueba que permita
analizar la validez de la construccién propuesta por Carolina. Carolina
socializé su construccién a la comunidad 4dulica, haciendo uso del proyec-
tor. En su relato, fue narrando el paso a paso realizado mencionando las
herramientas de GeoGebra empleadas. Luego de esto, Carolina formulé
algunos argumentos que intentaron explicar y validar su construccién,
aunque no lograron convencer a la comunidad 4ulica. Para justificar su
construccién, Carolina sostiene su argumento en la altura de un tridngu-
lo, tal como se aprecia en el siguiente didlogo:

Carolina: Estas son las dos rectas que tomé, que justamente con la recta
y el segmento que tomé de la forman un tridngulo, esta seria la base del
tridngulo, jse ve?

Otros Alumnos: Si.

Carolina: Y esta recta seria perpendicular y lo argumento porque es la
altura del tridngulo que tomé y es perpendicular a la base. [Registro clase
15/2].

En ese momento hubo algunos problemas de visualizacién por pro-

blemas de baja nitidez del proyector del aula y de iluminacién del ambien-
te: no eran visibles en la pantalla la totalidad de las imdgenes de GeoGebra
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que si eran visibles desde la pantalla de la computadora. Esto oblig a Ca-
rolina a modificar la apariencia de los objetos construidos, incluyendo el
uso del color y el grosor de los trazos.

Una vez saldado este problema, el grupo clase desestima el argumento
de Carolina ya que el mismo supone como valido la afirmacién que inten-
ta demostrar.

El profesor tensiona ese argumento a partir de la siguiente interven-
cién “acuérdense que siempre uno puede trazar puntos que no estén o sea
que no estén marcados pero que si sepamos o sea que no estén marcados
pero que si tengamos ciertas precisiones o...” [registro clase 15/2]. A par-
tir de esta intervencién aparecen en escena algunos tridngulos auxilia-
res (imagen 5) que permiten identificar luego un romboide en la figura.
Finalmente, logran argumentar la perpendicularidad de ambas rectas (la

dada y la construida) apoyédndose en una propiedad de las diagonales del
romboide.

Imagen 5. Titulo: Algunos de los tridngulos auxiliares que se emplearon en la
argumentacién. Fuente: Elaboracién propia.
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Algunas observaciones e interpretaciones a partir de los intercambios piblicos

- La posibilidad de modificar la apariencia de los objetos visibles en la
pantalla hizo que en los intercambios publicos tanto los estudiantes como
el docente recurran a atributos perceptuales para referirse a los objetos
geométricos, abandonado el uso de la notacién formal que venian usando
previamente en el entorno de lipiz y papel. Compartimos el siguiente dia-
logo entre Carolina y otra alumna a modo de ejemplo:

Alumna: ;Puede ser también cuando pasa la recta amarilla como que tam-

bién es perpendicular a la parte violeta de este lado?
Carolina: ¢Esto con esto? [Carolina sefiala en pantalla]

Alumna: Eso amarillo no con el otro, ese [la alumna le da indicaciones a

Carolina respecto de cual segmento se esta refiriendo]
Carolina: ;Con este?

Alumna: Si.

Profesor: ;Es perpendicular ahi?

Alumna: Ahh no jnada que ver!! [Registro clase 15/2]

Esta posibilidad de modificar la “apariencia” del trazo de los objetos
en pantalla, es decir, la posibilidad de modificar su color, su tipo de trazo
(continuo, punteado, etc.), el grosor del trazo, la opacidad en el caso de
regiones poligonales) puede ser tomado en forma ingenua como una po-
sible ayuda a la visualizacién. Sin embargo, estos indicios podrian indicar
que es una cuestién que habria que analizar en profundidad en términos
de ayudas al estudio.

-Los problemas de visibilidad producidos por el proyector y la ilu-
minacién del aula provocaron que lo que ve en pantalla la persona que
comparte su produccién pueda no ser lo mismo que ve el resto de la co-
munidad. Es un condicionante a ser tenido en cuenta en este tipo de clases
en la cual la modalidad exige el poder mirar la pantalla en la que se estin
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proyectando las diferentes producciones sobre las que versa las discusio-
nes que suceden en esa clase.

-En los momentos de intercambio publico, tanto los estudiantes como el
docente, plantearon un trabajo estitico con las figuras. No fueron usadas
herramientas de desplazamiento [como elige y mueve, punto en objeto,
deslizadores, etc.]. Es decir, que el tipo de trabajo que se hizo presente en
esta clase se corresponde con un trabajo que no difiere del trabajo que se
podria haber realizado en el entorno de lapiz y papel. Asimismo, tampoco
hay evidencias acerca de un trabajo sobre si las construcciones que se rea-
lizaron serian o no “buenas construcciones’, en el sentido de que resistan
o no el arrastre.

- Respecto a la validacién que fue aceptada por la comunidad clase, pode-
mos notar que en la misma se consideré inicamente un caso particular
en el cual los puntos que se toman arbitrariamente sobre la recta dada se
encuentran en diferente semiplano con respecto a la recta que se quie-
re construir. El empleo de herramientas de desplazamiento sobre estos
puntos podria haber puesto en escena otros casos, obligando a ajustar los
argumentos movilizados para el caso en que no pueda recurrirse a pro-
piedades del romboide, tal como puede apreciarse en la imagen 6. Incluso
podria haber aparecido en escena el caso en el que los puntos equidisten
del punto dado, lo que llevaria a vincular esta técnica con la primera que
circulf en la sesién anterior de clase, viendo a la primera técnica como un
caso particular de la técnica de Carolina.
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Imagen 6. Titulo: Diferentes posiciones en la eleccion de los puntos arbitrarios

sobre la recta dada. Fuente: Elaboracién propia.
Ampliando la mirada

El tratamiento estitico de los objetos geométricos construidos con el sof-
tware GeoGebra que tuvo lugar en este episodio de clase nos sorprendid,
y nos llev6 a preguntarnos qué habia sucedido con el uso del arrastre en
el trabajo al interior de los grupos. Para esto, recurrimos a recuperar los
datos referidos a las instancias de trabajo privado de esta sesién de clase.
Contdbamos con los archivos de las producciones de GeoGebra, y con vi-
deos de grabaciones de las pantallas y audio del trabajo al interior de cada
grupo. Debido a que en los protocolos de construccién de GeoGebra no
queda rastro del trabajo con herramientas de desplazamiento, nos decidi-
mos por comenzar a analizar los videos grupales.

Al analizar los videos con los registros de las grabaciones de las pan-
tallas, observamos que el arrastre fue usado de diferentes maneras al inte-
rior de los grupos: algunos grupos lo usaron y otros no. A continuacién,
compartimos algunos hallazgos obtenidos al analizar las técnicas que las
estudiantes emplearon para realizar la tarea de construccién en el entorno
del GeoGebra.

-En principio podemos notar que ciertas caracteristicas del funciona-
miento del software hacen que las técnicas aceptadas como vilidas por
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la comunidad clase en el entorno del ldpiz y papel, puedan no serlo en el
entorno de GeoGebra, debido a que el control al que deben ser sometidas
las construcciones para que las mismas resistan el arrastre, difiere del con-
trol necesario para trabajar en el entorno del ldpiz y papel. Compartimos
algunos ejemplos para ilustrar estas ideas.

Para el caso de la primera técnica de construccién que hemos analiza-
do, la subtarea “determinar dos puntos sobre la recta dada que equidisten
del punto dado P” es realizada por las estudiantes a partir de “trazar una
circunferencia cuyo radio es mayor que la distancia a la recta”. La expre-
sién “cuyo radio es mayor que la distancia a la recta” funciona como una
anticipacién que permite asegurar la existencia de los dos puntos busca-
dos, ya que garantiza que la recta sea secante a la circunferencia. Observe-
mos que es un control que en la prictica se ejecuta a partir de un control
perceptivo, tomando una apertura del compdis que perceptualmente se
advierte mayor que la distancia del punto a la recta. ;Qué sucede cuan-
do las estudiantes replicaron este protocolo en el entorno del software?
Observamos que la ejecucién de esa sentencia en el software se realizd
mediante el uso de diferentes herramientas en diferentes grupos, dando
lugar a construcciones que no necesariamente resisten el arrastre:

-En el caso de estudiantes que emplearon la herramienta “Circunferencia
(centro, punto)”, tomando un punto C sobre el semiplano opuesto al que
contiene al punto dado, basindose unicamente en el control perceptual,
la construccién obtenida no resiste el arrastre, dado que el radio de la
circunferencia satisface la desigualdad requerida solo para algunos casos
particulares. Notemos que el punto Ces exhibido por el software en color
azul, lo que significa que tiene estatus de ser un punto libre, es decir, que
puede moverse libremente por todo el plano, tal como se aprecia en la
imagen 7. Sin embargo, este hecho pasa desapercibido por los estudiantes.
En la imagen 8 puede verse una reconstruccién de la construccién realiza-
da, y se ve asimismo otra posicién del punto C en la cual la construccién
desaparece.
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Imagen 7. Titulo: Construccién de la circunferencia en la que el punto C es un
punto libre. Fuente: Elaboracién propia.

Imagen 8. Titulo: Diferentes estados de la construccién realizada a partir de
diferentes posiciones del punto C. Fuente: Elaboracién propia.

-Otro grupo ejecutd esta tarea tomando el punto C sobre la recta. De esta
forma, la construccién obtenida resiste el arrastre, puesto que el punto C
solo puede moverse sobre la recta dada.

-En algunos casos, la no resistencia al arrastre no es percibida por los es-

tudiantes ya que al mover el punto solo lo hacen una regién del plano
para el cual la desigualdad sigue siendo vilida. Esto es un indicio de la
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complejidad que tiene el dominio del empleo del arrastre en el entorno
del software.

-En algunos casos, algunos estudiantes incorporaron parcialmente la in-
formacién que el arrastre les brinda a sus discursos tecnoldgicos al inte-
rior del grupo, aunque estos argumentos no se hicieron publicos luego, ni
tampoco fueron traidos a escena por parte del docente. Nos preguntamos
si esta ausencia del trabajo con el desplazamiento en los momentos de
intercambio publico tiene que ver con la legitimidad que este tipo de téc-
nicas tiene dentro de las concepciones respecto del quehacer matematico
en esta comunidad.

A modo de cierre

En este escrito hemos realizado un recorrido por los primeros avances de
un trabajo de tesis de maestria, cuyo problema de estudio presentamos
brevemente en el primer apartado del capitulo. A continuacién, recapi-
tulamos algunas de las decisiones metodoldgicas que permitieron avanzar
en la construccién del objeto de estudio, para lo cual describimos el pro-
ceso de recoleccién de los datos, sintetizamos algunos de los constructos
tedricos que forman parte de los referentes tedricos de nuestra indaga-
cién, y por ultimo presentamos algunos hallazgos en relacién con el andli-
sis de una tarea de construccién geométrica. Esto nos permitié establecer
algunas comparaciones entre el trabajo en el entorno de ldpiz y papel y en
el entorno del software GeoGebra. Esta aproximacion a los datos permitié
reconocer algunas primeras recurrencias y regularidades en las sesiones
de clase analizadas, pudiendo identificar algunos indicios de argumenta-
cién, de control y de diferentes tipos de pruebas que circularon en esas
clases. A su vez pudimos identificar algunas tensiones y problematicas
asociadas a las caracteristicas del medio didéctico al incorporar el trabajo
con el desplazamiento y que han dado lugar a varias preguntas que al mo-
mento siguen abiertas en nuestra indagacién, y que nos convocan a seguir
indagando en este momento en los diferentes usos del arrastre en relacién
con los procesos de control y de evolucién de las diferentes pruebas que
permiten validar o invalidar el trabajo en el estudio de la geometria.
Como trabajo a futuro nos proponemos realizar el andlisis de otros
tipos de tareas que tuvieron lugar en las clases observadas, de modo de
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Algunas reflexiones en relacién con la validacion de una tarea de
construccién geométrica que incorpora el GeoGebra al medio diddctico

poder analizar el impacto que otros usos diferentes del GeoGebra tiene en
la validacién y el control.
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