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Hacia una aritmética del infinito:
trasvases entre continuo y discreto en
Deleuze y Lautman

Joaquin E. Morales Palominos™
1. Introduccién

Este articulo tiene como objetivo mostrar que la consolidacién del
andlisis como disciplina matemitica estuvo atravesada por una dis-
cusién de marcado caricter ontoldgico acerca de la naturaleza del conti-
nuo. Particularmente, quisiera argumentar que este debate es habilitado
por la existencia de una estrecha relacién entre ontologia y técnica en las
matemadticas. Para ello, haremos un recorrido por las controversias y pro-
blemas antecedentes a la fundacién del anilisis, asi como por sus distintas
interpretaciones. Finalmente, veremos que la interpretacién estitica de
Cauchy (1821) y Weierstrass, la cual cierra el debate, implica una recon-
ceptualizacién de las nociones de espacio y movimiento al abstraerlas de
su definicién basada en representaciones geométricas. Esto, como vere-
mos, tendrd una importante influencia en la amplia gama de teorias mate-
maticas que surgirdn debido a la introduccién del dlgebra en el nicleo del
andlisis, teniendo en cuenta el pliegue entre el dominio de lo continuo y
lo discontinuo que esto conlleva.

2. Una revolucién en las matematicas

Los primeros afios del siglo XIX vieron surgir una verdadera revolucién
cientifica en el interior de las matematicas. Esto ocurrié con la culmi-
nacién de la historia de abstraccién del andlisis infinitesimal, una disci-
plina que no surgio sin ser objeto de cuestionamientos. Particularmente,
fue acusada de poseer ambigiiedades en sus definiciones fundamentales
y métodos confusos basados en suposiciones representativas acerca del
espacio y el movimiento; problemas que le impedian edificarse sobre ra-
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zonamientos aceptablemente légicos y objetivos. En tal formalizacién y
distanciamiento del sentido comun, en camino a consolidarse como una
disciplina dotada de una sélida base aritmética, se puede vislumbrar lo
que es quizds la caracteristica principal de las matematicas modernas: la
aparicién de profundas resonancias estructurales entre dominios signifi-
cativamente dispares, como lo son el dominio discontinuo de la aritmética
y el dominio continuo que caracteriza al andlisis. De aqui se desprende un
hecho de especial interés para la filosofia matemaitica, y es que, al sumer-
girse en las particularidades de las técnicas implicadas en dichas resonan-
cias, es posible descubrir y estudiar con rigurosidad la estructura dialéctica
que precede a las teorias.

En el contexto de la filosofia de las ciencias, la nocién de revolucién
cientifica tiene una ineludible carga semdintica otorgada por la famosa
conceptualizacién realizada por Thomas Kuhn en su obra La estructura de
las revoluciones cientificas (1962). Para entender el proceso que se describe
a continuacién, me parece de gran utilidad destacar dos asuntos esenciales
de la formulacién que realiza Kuhn respecto al desarrollo de las teorias.
Primero, quisiera demarcar un contraste con respecto al concepto de in-
conmensurabilidad. Es decir, con la idea de que los saltos entre paradig-
mas implican una relacién de incompatibilidad entre las teorias de uno
y otro periodo. Lo que nos impide hablar de inconmensurabilidad en la
matemadtica son justamente las resonancias estructurales que detalla Laut-
man (2011). Desde esta perspectiva, las antiguas teorias son, de hecho,
siempre mesurables desde las nuevas, puesto que es posible encontrar
un marco dentro del cual éstas son generalizadas. Tal como afirma Laut-
man, mientras que en la fisica (asi como en muchas otras disciplinas) las
oposiciones y divisiones que surgen dentro de su armazén tedrico son
la fuente de las mayores dificultades, en la matematica, en cambio, tales
disparidades constituyen la mas acertada muestra de la profunda unidad
que le subyace (2011, p. 326). En segundo lugar, me parece de gran utili-
dad rescatar el concepto de anomalia planteado por Kuhn (1962). Puesto
que la necesidad de una formalizacién del andlisis surgi6 justamente de la
acumulacién de anomalias en su desarrollo. Particularmente, el problema
de los infinitesimales, cuyos esquemas l6gicos no eran concebibles en el
marco de las geometrias euclidiana y cartesiana, obligd a una abstraccién
de los problemas de la época. Con todo esto en cuenta, la revolucién alu-
dida debe entenderse como un punto de inflexién en el desarrollo de las
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matemadticas donde se aunaron dos perspectivas ontolégicamente disimi-
les y, en consecuencia, se dispard la produccién creativa propiciando el
surgimiento de nuevas dreas como, por ejemplo, la topologia algebraica
o la teoria de haces, herramientas de gran importancia para el estudio del
comportamiento global de entidades de naturaleza local.

3. Breve historia del cilculo

Como muchas historias, todo comienza en la antigua Grecia cuando el
filésofo atomista Demécrito defendié frente a Protigoras que la inter-
seccién entre una circunferencia y una recta tangente es un tnico punto.
Era de esperar que la cosmovisiéon de Demdcrito le facilitase concebir este
punto especifico en que la recta toca a la circunferencia, de igual modo
como le permitié hablar de dtomos cuando nadie queria fragmentar el
mundo. El dominio discontinuo que plantea la ontologia de Demécrito
incita de manera protocolar los problemas fundamentales que subyacen al
cilculo del siglo XVII: scémo generar un dominio continuo mediante la
agregacion infinita de elementos discontinuos?

Es posible encontrar al menos otros tres antecedentes de problemas
geométricos que requieren un pensamiento de lo infinitamente peque-
fo: las aproximaciones poligonales de Arquimedes, los métodos de suma
de cantidades diminutas de Pascal y la utilizacién de tridngulos con lados
infinitamente pequefios por parte de Fermat. La potencia de la invencién
del célculo yace, por lo tanto, en su poder unificador, en la posibilidad
de entregar una solucién unica a los diversos problemas que involucran
cantidades infinitesimales. De esta diversidad de problemas también se
explican los diferentes caminos que tomaron sus dos autores segun los
problemas que les incitaban mayor urgencia. Vemos en Newton, por su
lado, una fuerte tendencia a las ciencias naturales; mientras que en Leib-
niz una cercania a consideraciones analiticas referentes a la logica y la
matemadtica pura. La ontologia absolutista respecto al espacio que afirma
la fisica de Newton frente a la ontologia relacional planteada por Leibniz
se condice respectivamente con la distincién entre una perspectiva global
y una local en el modo de idear el cdlculo. Asi fue como Leibniz se vio
posibilitado de volver inteligible un dominio discontinuo donde hablar de
infinitesimales, algo imposible desde la ontologia newtoniana.
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Segtn Deleuze, la disputa inicial se manifiesta del siguiente modo: “el
error de Newton consiste en igualar a cero las diferenciales, mientras que
el de Leibniz en otorgarles individualidad o variabilidad” (2017, p. 262).
Siendo una cantidad variable, tomada tan pequefia como sea necesario,
pero sin nunca ser cero, operar con ella necesariamente conlleva erro-
res, aunque sean muy pequefios. Tan pequefios como para considerar-
los insignificantes, segin Leibniz (Esquisabel, 2021, p. 283). Esta forma
de comprender lo diferencial estd perfectamente abordada en términos
ontoldgicos en la Monadologia y, de hecho, es preciso decir que Leibniz
definié los diferenciales en base a las ménadas. No obstante, en términos
matematicos esta idea no alcanzé el nivel de abstraccién suficiente para
consolidarse como teoria, asi como tampoco lo hicieron las fluentes de
Newton.

4.Dos maneras de pensar el continuo

En sintesis, la dificultad en la comprensién matemaitica de las cantida-
des infinitesimales recae en este estado intermitente entre ser nulo y te-
ner alguna cierta extensién minima. Al respecto, Deleuze distingue dos
comprensiones dominantes en este problema: la interpretacién finita y
la interpretacién infinita, y plantea que la metafisica del cilculo se trata
justamente de crear una alternativa entre estas interpretaciones. Ademis,
agrega:

También esta alternativa y, por consiguiente, la metafisica, son estrecha-
mente inmanentes a la técnica del cilculo mismo. Por ello la pregunta
metafisica fue enunciada desde el comienzo: ;por qué, técnicamente, las
diferenciales son despreciables y deben desaparecer en el resultado? (De-
leuze, 2017, p. 269)

Tal desaparicién que denuncia Deleuze se expresa en cualquier &mbito
del calculo. Para clarificarlo, tomemos dos ejemplos, uno del céilculo dife-
rencial y otro del integral.

Existe un modo bastante estindar de calcular una derivada, pero a
efectos de esta exposicién intentaremos calcular una como es propio en
el célculo de Leibniz y, en general en el anilisis previo a la definicién de
Cauchy y Weierstrass. También es posible encontrar este método en el
andlisis no estindar de Robinson, quien propone a mediados del siglo XX
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una teoria moderna de infinitesimales inspirada explicitamente en la on-
tologia de Leibniz. A este método Lakoff y Nufiez lo denominan derivada
acumulativa (2000, p. 252). Sea la funcién f (x) = x%. Tenemos que, dados
dos puntos en la grafica de la funcidn, la pendiente de la recta que los co-
necta estd determinada por:

Para el caso particular que estamds calculando, se tiene:

m= Ho%
XX

Ahora, se define inicialmente la operacién de derivar como el cilculo
de la pendiente en un punto tangente a la curva. De modo que hemos de
acercar x, a x, de manera indefinida (para tener sélo un punto), pero en
ello nos acercamos progresivamente a la resta de un valor consigo mismo,
lo que nos daria O tanto en el numerador como en el denominador. Es
necesario, por lo tanto, anticiparse a la indeterminacién < . Alli surge la
nocién de diferencial: en lugar de tener x, - x, en el numerador, tendre-
mos x* - (x + dx)%. Es decir, calculamos la distancia con respecto a algo que
es ligeramente mayor que si mismo para evitar la indeterminacién, de la
siguiente forma:

x% - (x + dx)?
fix) =

x - (x+ dx)

Desarrollando esta expresion nos queda:

- (o + 2xdx + di?)

1
f1) x-x-dx

gy X -x-2xdx - dX
frn= -dx

1(y) - 2xdx - dx
f1= - dx
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(o - dx-(2x - dx)
f1lo = -dx
fi(x) = 2x - dx

Luego, como dx es una cantidad infinitamente pequefia, podemos de-
cir que no contribuye al resultado, y asi la funcién derivada de la funcién
fes: f'(x)=2x-dx

Como podemos notar, si bien en el primer momento le otorgamos
cierta magnitud a dx, al final cuando solamente nos queda 2x - dx pasamos
a considerar su valor como equivalente a cero. Esta es una de las prime-
ras paradojas del calculo: ;qué sucede con el diferencial al determinar la
derivada? Pensar de este modo gener6 grandes controversias dentro de la
disciplina, puesto que no se lograba dar con una definicién precisa de la
nocién de “infinitamente pequeno”. Esta idea se logra precisar rigurosa-
mente mediante la nocién topolédgica de vecindad que surgird posterior-
mente. Notamos que las dificultades de esta paradoja se dan, en el fondo, a
nivel dialéctico, esto es, se precisa una comprensién matematica del pro-
blema de la relacién entre continuo y discontinuo, lo cual se satisface con
la introduccién de la aritmética en el nicleo del analisis.

Pasando al segundo ejemplo, entiéndase una integral como la opera-
cién inversa a la derivada. En este sentido, sila derivada aborda problemas
sobre fenémenos locales y puntos particulares, la integral comprende el
andlisis de razonamientos globales o relativos a extensiones. Para una fun-
cién en el plano real, puede entenderse la integral como el irea encerrada
por la curva asociada a tal funcién y el eje de las abscisas. Una manera
usual de definirla es por medio de la integral de Riemann que tiene su
antecedente en el método de aproximaciéon de Pascal, el cual implica la
consideracién de infinitos rectingulos que tienden a ser infinitamente pe-
quenos. Se procede de la siguiente forma: primero imaginamos, debajo
de la curva, rectingulos cuya suma de dreas aproximen el valor del irea
encerrada por la curva (ver Figura 1, imagen a la izquierda). Luego, en la
medida que hacemos tender a cero el ancho de los rectingulos, tendremos
que sus alturas podrdn acomodarse suavemente a la curva (Figura 1, ima-
gen a la derecha).
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Figura1

Nota. Allado izquierdo la suma discreta de rectingulos y al lado derecho el paso al
limite cuando la suma se vuelve continua.

En tanto los rectingulos se acercan a la forma de la curva, es vili-
do preguntarnos: jen qué momento esta aproximacioén se convierte en el
drea real de la curva? ;Qué sucede con el espacio que falta para completar
el drea? ;Se debe considerar como un error que se puede despreciar por
ser infinitamente pequefio? El mismo problema denunciado por Deleuze
vuelve a aparecer, enfatizando el caricter paradédjico del pensamiento que
subyace a la técnica del cdlculo. Se volvié necesario, de este modo, crear
una teoria que diera respuesta al antiguo problema de la definicién de
una longitud, drea o volumen. La denominada teoria de la medida logra
capturar la idea que subyace al problema de agregacién infinita mediante
el objeto de teoria de conjuntos llamado -dlgebra. El cual traslada el pro-
blema geométrico de sumar infinitas secciones a la operacién algebraica
de unir numerables conjuntos.

5. Criticas y defensas
En el tratado El Analista, publicado por George Berkeley en 1734, estd
presente una de las criticas mis influyentes al clculo basada principal-

mente en tres puntos (Santaya, 2017, p. 77-78):

1. El método procede por medio de la induccién a partir de los re-
sultados obtenidos, y no de la deduccién de principios exactos.

2. Elmétodo desafia a laley de no contradiccién al apelar a nociones
de las que no puede decirse ni que existen ni que no existen.
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3. El método da lugar a errores en el cilculo matematico.

En general, la importancia de su critica yace en que sintetiza bastante
bien la diversidad de opiniones que surgieron en contra, denotando una
clara resistencia a operar con dominios discontinuos y elementos ficcio-
nales, sin importar su presunta utilidad. En consecuencia, esta perspectiva
suprime la dialéctica continuo-discontinuo, afirmando la primacia de las
consideraciones continuistas.

Por otro lado, Lazare Carnot en su escrito Reflections on the Metaphysics
of the Infinitesimal Calculus (1797) presenta un modo de entender la pro-
blemitica apelando a que existe una distincién entre el dominio donde se
plantea el problema, sea cuando concebimos el diferencial para calcular
la derivada o cuando suponemos rectingulos infinitesimales al calcular la
integral, y el dominio donde se determina efectivamente la solucién (De-
leuze, 2017, p. 260). Carnot construye su defensa planteando que existen
dos opciones: (1) reducir el calculo a la aritmética, aceptando las limitacio-
nes y dificultades técnicas que esto presenta y (2) aceptar que utilizamos
los infinitesimales en un sentido figurativo y que se mantienen siempre
dentro de un dominio de discontinuidad distinto por naturaleza a aquel
donde se determina la solucién continua.

6. Una nueva forma de pensar el continuo

En este punto, los debates sobre la comprensién matemaitica de esta dia-
léctica se involucraron de manera tal en la fundamentacién del anilisis
que permitié el surgimiento de un conjunto de pricticas y teorias que
demarcan lo que hoy llamamos interpretacién estitica. Un punto crucial
en este proceso es la definicién de limite realizada por Cauchy en su obra
Cours d’Analyse (1821). La contribucién de Cauchy consiste en la supera-
cién de la consideracién representacional del espacio presente en las an-
tiguas formulaciones del concepto de infinitesimal. La dificultad de dicha
consideracién se debe a una espacializacién de los diferenciales, es decir,
al hecho de ver en las cantidades infinitesimales la persistencia de una
especie de magnitud, o geométricamente, de extension. En otras palabras,
reside en la dificultad implicita a la intencién de representar la dindmica
de objetos abstractos bajo aspectos propios de nuestra intuicidn espacial y
geométrica. La formulacién de Cauchy logré superar rigurosamente estos
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problemas con la introduccién del concepto de limite. Gracias a su fun-
damentacién en sucesiones convergentes, entrega una definicién precisa
de la nocién vaga de cercania infinita. Posteriormente esta definicién lo-
gra consolidarse en la Topologia mediante una definicién abstracta que
la libera de todo aspecto espacial. Para ello, fue crucial la contribucién
de Weierstrass quien vio en ellas una consideracién representacional del
movimiento. La abstraccién realizada por Weierstrass en 1872 es un an-
tecedente fundamental del plegado entre aritmética y analisis que carac-
terizard a las matematicas modernas. Esto ya que logra superar la nocién
de distancia infinitamente pequefa al dejar de pensar en la cantidad nu-
mérica que separa a los dos elementos infinitamente cercanos, otorgan-
do un preciso planteamiento desde la teoria de conjuntos: se dice que un
elemento esti en la vecindad de otro, si todo conjunto abierto generado
en uno también contiene al otro. Deleuze describe esta transicién a la in-
terpretacién estitica de la siguiente forma en Diferencia y Repeticion:

La nocién de limite ha perdido su caricter fronémico y ya no envuelve

sino consideraciones estaticas (...) la variabilidad ya ha dejado de repre-

sentar un pasaje progresivo a través de todos los valores de un intervalo,

para significar unicamente la asuncién disyuntiva de un valor en ese in-
tervalo. (Deleuze, 2017, p. 269)

La interpretacién estitica que permite al cilculo consolidarse objeti-
vamente conlleva, por lo tanto, dos saltos de abstraccién donde se resuel-
ven sus consideraciones representacionales del espacio y del movimiento,
respectivamente. Era necesario superar la comprensién sensorial de espa-
cio y tiempo para avanzar hacia una definicién expresamente aritmética
de tales conceptos. Estas dimensiones espaciales y temporales infiltradas
son muestra de coémo nuestros esquemas del mundo se enraizan en nues-
tras teorias mds abstractas, dejando ver que la génesis de las matematicas
conlleva ineludiblemente un transito de lo concreto hacia lo ideal. Hay un
despliegue de la idea que va consolidando su propia objetividad. No obs-
tante, que se hayan superado estas nociones representacionales no quiere
decir que las matemadticas deben escindirse de todo caricter espaciotem-
poral. Mis bien, es necesario superar las nociones vagas basadas en el sen-
tido comun y en ello encontrar una genuina forma de encontrarse con lo
real en el interior de la matematica. Ejemplo de ello son las investigacio-
nes realizadas por Lautman en sus articulos “Simetria y disimetria en ma-
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temdticas y fisica” (2011, p. 385) y “El problema del tiempo” (2011, p. 405)
donde muestra como es posible, al indagar en diversas técnicas y teorias
especificas, encontrar lo que podria corresponder a un primer dibujo de la
forma del espacio-tiempo expresado en la estructura de las matematicas.

7. Trasvases entre continuo y discreto

A lo largo de este recorrido, hemos podido observar cémo han predo-
minado en las matematicas clasicas dos modos de concebir las relaciones
entre lo continuo y lo discreto. La primera de ellas, una donde lo continuo
surge desde lo discontinuo, en una especie de enriquecimiento progresivo
de lo discreto (Lautman, 2011, p. 327). Y, por otro lado, una donde lo con-
tinuo tiene prioridad sobre lo discontinuo, presentando una anterioridad
ante la cual lo discreto sélo acttia por aproximacién (Lautman, 2011, p.
328). Una distincién que recuerda, no por coincidencia, a la distincién
entre un espacio relativo y uno absoluto en el célebre debate entre Leibniz
y Newton —e incluso a aquel entre Leibniz y Spinoza. Notamos que ambas
posiciones resultan insuficientes puesto que, tanto al generar lo infinito
por dilatacién de lo finito o lo finito por encogimiento de lo infinito, se
presenta un irresoluble impetu de agotar el infinito (Lautman, 2011, p.
328). Ante esto, Lautman plantea que las matemdticas del S. XX permiten
ampliar la perspectiva planteando un tercer modo de concebir esta dialéc-
tica. De este modo, una actitud muy diferente consiste en ver en ambos
dominios:

No dos términos extremos de un paso que debe operarse, sino dos géneros
de seres distintos, dotados cada uno de una estructura propia, y suscepti-
bles de sostener entre ellos ciertas relaciones de imitacién o de expresion.
(Lautman, 2011, p. 328)

Tales conceptos de imitacién y expresion son cruciales para describir
los transitos que ocurren entre los distintos dominios, y permiten explicar
con gran claridad los complejos movimientos que ocurren en las mate-
maticas a partir del S. XX. Hablamos de imitacién, cuando la estructura
interna de lo infinito imita la estructura de lo finito, algo que es posible
ver, por ejemplo, en las construcciones de espacios de dimensién infinita
realizadas por David Hilbert, donde opera inicialmente una radicalizacién
de las propiedades de espacios de dimensién finita (Lautman, 2011, p.
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329). Y, por otro lado, se habla de expresién cuando un dominio infinito
expresa las propiedades del dominio finito que lo envuelve y sobre el cual
se define. Un ejemplo de ello es la definicién de las funciones continuas
automorfas que realiza Henri Poincaré como funciones invariantes bajo
un grupo numerable de transformaciones fraccionales lineales. Como re-
sultado, la mera existencia de estas funciones continuas expresa las pro-
piedades del dominio de discontinuidad que sirve para definirlas.
Finalmente, esta nueva epistemologia enfatiza, no en la cantidad de
elementos de los dominios que se comparan, sino en el armazén 1égico
que les subyace. Descubriendo asi, entre lo finito y lo infinito, relaciones
estructurales y adaptaciones reciprocas que permiten inferir que “la uni-
dad de las matematicas es esencialmente la unidad de los esquemas légicos
que presiden la organizacion de sus edificios” (Lautman, 2011, p. 329).
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